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Sempre que te perguntarem se podes fazer um trabalho,
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RESUMO
Va´rias doenc¸as contagiosas persistem em populac¸o˜es hospedeiras e essa persisteˆncia pode
ser investigada por meio de modelos matema´ticos. Aqui, analisa-se e simula-se uma va-
riac¸a˜o do modelo SIR (suscet´ıvel-infectado-recuperado). Esse modelo epidemiolo´gico e´
escrito em termos de equac¸o˜es diferenciais ordina´rias e de autoˆmatos celulares probabilis-
tas. Nessa variac¸a˜o, consideram-se casos importados de uma doenc¸a contagiosa; ou seja,
considera-se a imigrac¸a˜o de indiv´ıduos doentes e/ou viajantes que retornaram infectados.
Ainda, leva-se em conta o efeito de vacinac¸a˜o contra essa doenc¸a. Mostra-se que existe
uma u´nica soluc¸a˜o estaciona´ria endeˆmica. Essa soluc¸a˜o e´ assintoticamente esta´vel. Avalia-
se a influeˆncia dos casos importados sobre a quantidade total de infectados. Discute-se
como esses resultados podem ter relevaˆncia na elaborac¸a˜o de estrate´gias para controlar a
propagac¸a˜o de doenc¸as contagiosas.
Palavras-chave: autoˆmatos celulares, epidemiologia, equac¸o˜es diferenciais, modelo SIR,
vacinac¸a˜o.
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ABSTRACT
Several contagious diseases persist in host populations and this persistence can be inves-
tigated through mathematical models. Here, a variation of the SIR (susceptible-infected-
recovered) model is analyzed and simulated. This epidemic model is written in terms
of ordinary differential equations and probabilistic cellular automata. In this variation,
imported cases of a contagious disease are considered; that is, the immigration of sick
individuals and/or travelers who come back infected are considered. Also, the effect of
vaccination against this disease is taken into account. It is shown that there is a single
endemic stationary solution. This solution is asymptotically stable. The influence of im-
ported cases on the total amount of infected individuals is evaluated. It is discussed how
these results may be relevant in the elaboration of strategies for controlling the spread of
contagious diseases.
Keywords: cellular automata, differential equations, epidemiology, SIR model, vaccina-
tion.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Ha´ tempos, doenc¸as contagiosas teˆm sido motivo de preocupac¸a˜o. Dependendo do
agente patogeˆnico, doenc¸as contagiosas podem se alastrar rapidamente, causando expres-
sivo nu´mero de mortes e diversos problemas de cunho social. Um dos desafios para os
gestores da sau´de pu´blica e´ lidar com a propagac¸a˜o dessas doenc¸as. Se, por um lado,
doenc¸as na˜o contagiosas vinculadas ao envelhecimento veˆm requerendo crescente atenc¸a˜o
das esferas pu´blicas, por outro lado, doenc¸as contagiosas afetam grupos de todas as faixas
eta´rias e, por isso, tambe´m demandam atenc¸a˜o (MELO et al., 2017). Dentre as doenc¸as
contagiosas que exigem pol´ıticas pu´blicas voltadas ao seu controle, podem-se citar dengue,
mala´ria, sarampo, febre amarela, gripe, AIDS.
Na histo´ria da humanidade, encontram-se va´rios relatos de grandes epidemias. A
peste negra, por exemplo, foi uma das maiores ja´ registradas: no se´culo XIV, ela dizimou
cerca de um terc¸o da populac¸a˜o europeia. Outro exemplo e´ a gripe espanhola, que matou
da ordem de 100 milho˜es de indiv´ıduos, sendo 300 mil so´ no Brasil (ARAUJO, 2006 apud
SCHIMIT, 2010).
E´ evidente a importaˆncia do desenvolvimento de estudos que caracterizam cada tipo
de epidemia, identificando causas e origens e, principalmente, que busquem formas de
controle, visando a melhora da sau´de da populac¸a˜o e, consequentemente, dos aspectos
sociais afetados em decorreˆncia da propagac¸a˜o de doenc¸as.
Sabe-se que doenc¸as como catapora e caxumba sa˜o transmitidas por meio do con-
tato direto entre as pessoas; outras infec¸o˜es, como zika e chikungunya, necessitam de
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uma espe´cie intermedia´ria para sua transmissa˜o. Tanto doenc¸as transmitidas direta-
mente como aquelas transmitidas indiretamente podem persistir endemicamente numa
dada regia˜o. Assim, uma das questo˜es que surge e´: por que algumas doenc¸as contagiosas
se tornam croˆnicas? Sabe-se que a persisteˆncia de uma doenc¸a numa regia˜o depende de
suas taxas de infecc¸a˜o e de cura, e do nu´mero de hospedeiros que vivem nessa regia˜o
(MONTEIRO; CHIMARA; CHAUI-BERLINCK, 2006). Doenc¸as contagiosas tambe´m
podem desaparecer naturalmente, como foi o caso da epidemia de peste negra na cidade
de Mumbai (na I´ndia), por volta de 1905 (KERMACK; MCKENDRICK, 1927). Logo,
investigar a persisteˆncia de doenc¸as contagiosas e´ assunto de pesquisa, dado que se deseja
controlar ou, idealmente, erradicar tais doenc¸as.
Nesta dissertac¸a˜o, usando um modelo epidemiolo´gico, busca-se compreender a dinaˆmi-
ca do espalhamento de doenc¸as contagiosas, considerando o impacto de casos importados;
ou seja, o impacto causado por infecc¸o˜es na˜o locais, correspondentes a` imigrac¸a˜o de in-
div´ıduos doentes e/ou moradores que viajaram e retornaram infectados. Um resultado
do nosso estudo baseado em equac¸o˜es diferenciais ordina´rias (EDO) (e de outros estudos
com modelos similares), e´ que a u´nica soluc¸a˜o estaciona´ria existente corresponde a` soluc¸a˜o
endeˆmica. Ou seja, a doenc¸a na˜o desaparece da populac¸a˜o. No nosso estudo, a doenc¸a
persiste mesmo aplicando vacinas.
Usualmente, nos modelos matema´ticos que consideram casos importados, assume-se
que tais indiv´ıduos doentes chegam segundo uma taxa constante. Aqui, assume-se que
essa taxa e´ proporcional a` quantidade de indiv´ıduos suscet´ıveis.
Nosso modelo tambe´m e´ representado e simulado computacionalmente levando em
conta a dimensa˜o espacial, usando autoˆmatos celulares probabilistas (ACP). Enta˜o, verifica-
se se a aproximac¸a˜o de campo me´dio via EDO da´, de fato, resultados similares a`queles
obtidos com o modelo em ACP.
No pro´ximo cap´ıtulo, sa˜o apresentados alguns dos conceitos preliminares utilizados na
realizac¸a˜o deste trabalho. Depois, apresenta-se o modelo anal´ıtico em termos de EDO, sua
soluc¸a˜o estaciona´ria, a estabilidade dessa soluc¸a˜o e os resultados de simulac¸o˜es nume´ricas.
Enta˜o, apresenta-se o modelo em termos de ACP e simulac¸o˜es nume´ricas equivalentes
a`quelas realizadas com EDO. Investiga-se em que cena´rio os casos importados sa˜o mais
relevantes, no que diz respeito a` quantidade de infecc¸o˜es. Por fim, os resultados do modelo
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em EDO e em ACP sa˜o comparados e sumarizados.
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Cap´ıtulo 2
Conceitos Preliminares
Neste cap´ıtulo, apresentam-se, superficialmente, o modelo epidemiolo´gico SIR escrito
em termos de equac¸o˜es diferenciais e o seu uso na ana´lise da propagac¸a˜o de doenc¸as.
Apresentam-se tambe´m to´picos relacionados ao uso de autoˆmatos celulares em estudos de
epidemiologia.
Ha´ va´rios relatos sobre doenc¸as contagiosas que afetaram polulac¸o˜es e causaram,
ale´m do o´bvio impacto a` sau´de dos indiv´ıduos, problemas relacionados a` organizac¸a˜o da
sociedade e a` vida em geral (ANDERSON; MAY, 1992). Um dos focos da epidemiologia
e´ realizar estudos que analisam frequeˆncia e padro˜es de eventos relacionados a` incideˆncia
de doenc¸as contagiosas. Esses estudos podem oferecer subs´ıdios para elaborar ac¸o˜es de
prevenc¸a˜o e de controle do espalhamento dessas doenc¸as, de forma a melhorar a qualidade
de vida dos poss´ıveis hospedeiros.
Essencialmente, os estudos em epidemiologia teo´rica visam prever e analisar a evoluc¸a˜o
temporal da quantidade de indiv´ıduos afetados por doenc¸as contagiosas (HETHCOTE,
2000; NOWZARI; PRECIADO; PAPPAS, 2016). Para isso, pesquisadores teˆm desenvol-
vido modelos matema´ticos que possibilitam representar diferentes cena´rios epidemiolo´gicos
(HETHCOTE, 2000).
Uma das formas de descrever a propagac¸a˜o de doenc¸as e´ feito por modelagem usando
EDO. Parte substancial dos modelos de epidemias consideram doenc¸as causadas por
pato´genos que se espalham pelo contato direto entre um indiv´ıduo infectado e outro
suscet´ıvel (SCHIMIT, 2010).
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2.1 O modelo SIR cla´ssico em termos de EDO
Um dos primeiros modelos baseados em EDO foi proposto por Kermack e McKen-
drick (1927) num trabalho sobre uma epidemia de peste negra na I´ndia, no in´ıcio do se´culo
passado. Nesse modelo, os indiv´ıduos foram divididos em treˆs classes (KERMACK; MC-
KENDRICK, 1927):
• Suscet´ıveis: corresponde a` parcela da populac¸a˜o que na˜o esta´ infectada e que pode
contrair a doenc¸a, caso tenha contato direto com infectado.
• Infectados: corresponde a` parcela da populac¸a˜o doente e que pode transmitir a
doenc¸a para os suscet´ıveis.
• Removidos: corresponde a` parcela da populac¸a˜o que ficou doente e foi removida
do grupo de suscet´ıveis e do grupo de infectados, seja por morte ou por cura, no
caso em que a cura confere imunidade.
Tal modelo e´ conhecido pela sigla SIR (suscet´ıvel - infectado - removido) e tornou-se
um dos principais modelos para estudos em epidemiologia (ANDERSON; MAY, 1992).
Nesse modelo, assume-se que os indiv´ıduos hospedeiros esta˜o homogeneamente distribu´ıdos
numa dada regia˜o espacial.
Em modelos do tipo SIR, normalmente sa˜o consideradas as seguintes premissas:
• O tamanho da populac¸a˜o e´ constante e igual a N indiv´ıduos;
• A interac¸a˜o entre S, I e R independe da localizac¸a˜o geogra´fica de cada indiv´ıduo;
• A cura costuma conferir imunidade.
O modelo SIR cla´ssico (KERMACK; MCKENDRICK, 1927) pode ser obtido a partir
do seguinte sistema de equac¸o˜es:

S(t+ ∆t) = S(t)− aS(t)I(t)∆t
I(t+ ∆t) = I(t) + aS(t)I(t)− bI(t)∆t
R(t+ ∆t) = R(t) + bI(t)∆t
(2.1.1)
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Assim, o nu´mero de suscet´ıveis no instante t + ∆t e´ aquele em t menos os que se
infectaram no intervalo de tempo ∆t. Assume-se que essa quantidade de infectados e´
proporcional ao nu´mero de suscet´ıveis em t, ao de infectados em t e a ∆t. O nu´mero de
infectados em t + ∆t e´ aquele em t mais os que se infectaram no intervalo de tempo ∆t
menos os que se curaram ou morreram nesse intervalo. O nu´mero de removidos em t+∆t
e´ aquele em t mais os que se curaram ou morreram no intervalo ∆t.
Os paraˆmetros positivos a e b representam as constantes de taxa de infecc¸a˜o e de
remoc¸a˜o, respectivamente. Assim, a constante de taxa a relaciona-se a` transic¸a˜o do
estado Suscet´ıvel para o estado Infectado e a constante de taxa b a` transic¸a˜o do estado
Infectado para o estado Removido. Reorganizando o sistema anterior, tem-se que:

S(t+ ∆t)
∆t
= −aS(t)I(t)
I(t+ ∆t)
∆t
= aS(t)I(t)− bI(t)
R(t+ ∆t)
∆t
= bI(t)
(2.1.2)
Tomando ∆t → 0, escreve-se esse sistema de tempo discreto como um conjunto de
equac¸o˜es diferenciais ordina´rias em termos das varia´veis S(t), I(t) e R(t), que e´ dado por:

dS(t)
dt
= −aS(t)I(t)
dI(t)
dt
= aS(t)I(t)− bI(t)
dR(t)
dt
= bI(t)
(2.1.3)
Note que:
dS(t)
dt
+
dI(t)
dt
+
dR(t)
dt
= 0 =⇒ S(t) + I(t) +R(t) = N (2.1.4)
Ou seja, a populac¸a˜o total permanece constante e igual a N . A figura 2.1 representa
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as transic¸o˜es entre S, I e R que ocorrem nas equac¸o˜es diferenciais que compo˜em o sistema
(2.1.3).
Figura 2.1: Transic¸o˜es de estado no modelo SIR cla´ssico.
Um importante conceito em estudos epidemiolo´gicos e´ o fator de reprodutividade ba-
sal, normalmente representado por R0 (HETHCOTE, 2000). Esse paraˆmetro reflete a
quantidade de infecc¸o˜es secunda´rias que seriam causadas por um u´nico indiv´ıduo infec-
tado ao ser introduzido numa populac¸a˜o de suscet´ıveis. Seu valor indica se a doenc¸a tende
a se espalhar ou na˜o numa populac¸a˜o. Caso R0 > 1, a doenc¸a tende a se espalhar; se
R0 < 1, ela tende a ser erradicada naturalmente. Nesse modelo, R0 =
aS(0)
b
, sendo S(0)
a quantidade inicial de suscet´ıveis. Observe que, como dI(t)
dt
= bI(t)
[
aS(t)
b
− 1
]
, enta˜o, em
t = 0, dI/dt < 0 (ou seja, a quantidade de infectados decresce) se R0 < 1. Portanto, uma
forma para controlar a disseminac¸a˜o de uma doenc¸a contagiosa e´ por meio da alterac¸a˜o
de valores dos paraˆmetros do modelo, de forma a se obter R0 < 1.
Dentre os estudos epidemiolo´gicos ja´ desenvolvidos que consideram casos importados,
podem-se citar os de Brauer e Driessche (2001) e Li e Cui (2013). Nesses modelos, os
casos importados de infecc¸a˜o sa˜o representados por uma taxa de imigrac¸a˜o constante.
Existem outras formas de representar modelos de propagac¸a˜o de doenc¸as, que dis-
pensam o uso de equac¸o˜es. Na pro´xima sec¸a˜o, trata-se de autoˆmatos celulares (AC) e de
modelos epidemiolo´gicos baseados em AC.
2.2 Autoˆmatos celulares e epidemiologia
Autoˆmatos celulares foram propostos por John von Neumann e Stanislav Ulam na
de´cada de 40 do se´culo passado e, desde enta˜o, veˆm sendo usados na modelagem de
diversos fenoˆmenos e sistemas (WOLFRAM, 2002).
Autoˆmatos celulares sa˜o sistemas dinaˆmicos de estado, espac¸o e tempo discretos. Sa˜o
compostos por um conjunto de ce´lulas que interagem entre si, formando um reticulado. A
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dinaˆmica das ce´lulas e´ governada por regras locais de transic¸a˜o de estados (WOLFRAM,
2002). Formalmente, um AC pode ser definido como uma qua´drupla A = (S,N, f, d),
sendo S o conjunto de estados; N o vetor de ce´lulas vizinhas; f a regra local de alterac¸a˜o
de estados; d a dimensa˜o do reticulado onde as ce´lulas esta˜o dispostas. Assim, num AC
tem-se:
Reticulado: estrutura espacial formada pelas ce´lulas do AC e que possui condic¸a˜o
de contorno, que determina a vizinhanc¸a das ce´lulas localizadas nas bordas dessa
estrutura. A condic¸a˜o de contorno pode ser perio´dica (em que as extremidades se
unem), ou fixa (em que as extremidades na˜o se conectam). Em geral, nos modelos
epidemiolo´gicos, o reticulado e´ unidimensional, caso possua apenas uma fileira de
ce´lulas, ou bidimensional, o que equivale a uma matriz com m linhas e n colunas.
Estados e regras de transic¸a˜o: as ce´lulas do reticulado assumem um u´nico
estado a cada passo de tempo. A evoluc¸a˜o temporal de tais estados e´ determinada
por regras de transic¸a˜o, que podem ser deterministas ou probabilistas. Em geral, o
estado de uma ce´lula no instante t+ 1 e´ obtido a partir do estado dessa ce´lula e de
suas ce´lulas vizinhas no instante t.
Vizinhanc¸a: trata-se da conectividade do AC, ou seja, a disposic¸a˜o das ce´lulas
que se conectam com aquela que sofrera´ a transic¸a˜o de estado. Usualmente, sa˜o
empregados dois tipos de vizinhanc¸a: vizinhanc¸a de Von Neumann e vizinhanc¸a de
Moore. No caso de um reticulado bidimensional, a vizinhanc¸a de Von Neumann
e´ a partic¸a˜o do reticulado com formato de losango centrada na ce´lula que tera´ seu
estado atualizado, como mostra a figura 2.2 (b). A vizinhanc¸a de Moore e´ a partic¸a˜o
quadrada do reticulado, dada pela matriz quadrada de lado 2r+1 centrada na ce´lula
que tera´ seu estado atualizado, sendo r o raio da vizinhanc¸a. Assim, r = 1, por
exemplo, corresponde a uma matriz 3× 3, como mostra a figura 2.2 (c).
Em epidemiologia, o reticulado corresponde a` regia˜o geogra´fica em que a populac¸a˜o
hospedeira e os vetores vivem; a vizinhanc¸a expressa a rede de contatos entre os indiv´ıduos;
os estados relacionam-se a`s condic¸o˜es de sau´de desses indiv´ıduos (por exemplo, os estados
suscet´ıvel, infectado, removido); e as regras de transic¸a˜o representam a forma com que a
infecc¸a˜o se propaga e como ela afeta a sau´de dos infectados.
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Figura 2.2: Representac¸a˜o de dois tipos de vizinhanc¸as com raios r = 1 e r = 2 num
reticulado bidimensional.
2.2.1 Alguns trabalhos relacionados
Ha´ muitos trabalhos sobre modelagem de propagac¸a˜o de infecc¸o˜es usando AC. Por
exemplo, Chaves e Monteiro (2017) analisaram a disseminac¸a˜o de doenc¸as contagiosas por
meio de um modelo SIS (suscet´ıvel - infectado - suscet´ıvel), no qual um indiv´ıduo curado
da infecc¸a˜o na˜o fica imune, tornando-se suscet´ıvel novamente. Nesse estudo, utilizou-se
um AC em que cada ce´lula representa um indiv´ıduo que pertence a um de dois grupos.
Os estados desses grupos sa˜o atualizados de forma ass´ıncrona e as regras de transic¸a˜o sa˜o
baseadas em probabilidades.
Santos e Coutinho (2001) modelaram a doenc¸a causada pelo HIV, que pode chegar
ao esta´gio da S´ındrome da Imunodeficieˆncia Adquirida (denotada, em ingleˆs, pela sigla
AIDS). Nesse modelo, considerou-se a resposta do organismo a outras doenc¸as e a taxa
de mutac¸a˜o do HIV.
Tambe´m utilizando AC, Peixoto, Barros e Bassanezi (2008) investigaram a morte
de frutos c´ıtricos, devido a` doenc¸a causada por v´ırus que sa˜o transmitidos por pulgo˜es,
levando em conta a intensidade dos ventos no espalhamento do v´ırus.
No trabalho de Doran e Laffan (2005), um modelo SIR e´ usado para investigar a
dinaˆmica de propagac¸a˜o da febre aftosa em populac¸o˜es de animais selvagens e na˜o selva-
gens. Os autores utilizaram AC para simular a propagac¸a˜o da doenc¸a em duas regio˜es da
Austra´lia e observaram que, dependendo da estac¸a˜o do surto e das ac¸o˜es de controle, a
doenc¸a numa regia˜o se estabelece de maneira endeˆmica ao passo que, na outra regia˜o, a
doenc¸a tende a ser eliminada naturalmente.
No artigo de Dias e Monteiro (2018), doenc¸as transmitidas por vetores foram mode-
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ladas usando um ACP. Foram feitas simulac¸o˜es nume´ricas considerando diferentes distri-
buic¸o˜es espaciais e valores de abundaˆncia dos vetores, para que os respectivos impactos
fossem comparados. Os autores observaram que a prevaleˆncia da doenc¸a e´ menor nas
distribuic¸o˜es mais agrupadas, e que em tais distribuic¸o˜es a erradicac¸a˜o e´ mais dif´ıcil de
ser alcanc¸ada quando se compara com as distribuic¸o˜es mais homogeˆneas.
Slimi et al. (2009) investigaram a propagac¸a˜o da doenc¸a de Chagas usando ACP. Eles
estabeleceram o conceito de espalhabilidade perio´dica para investigar as variac¸o˜es tempo-
rais do risco de transmissa˜o da doenc¸a. Os autores consideraram que uma das maneiras
de conter a propagac¸a˜o da doenc¸a requer a compreensa˜o da dinaˆmica populacional de
vetores, na escala do local onde as ac¸o˜es de controle sera˜o implementadas. Especifica-
mente, e´ preciso entender a demografia e a dispersa˜o de vetores e suas interac¸o˜es. Com
isso, implementaram um ACP que considera a dinaˆmica de reproduc¸a˜o, sobreviveˆncia e
espalhamento dos vetores.
O trabalho de Ahmed, Agiza e Hassan (1998), que aborda a hepatite B, traz uma
modelagem em termos de EDO e ACP considerando dois grupos de indiv´ıduos infectados.
Um dos grupos e´ composto por indiv´ıduos assintoma´ticos, infecciosos pelo resto de suas
vidas e com baixas taxas de transmissa˜o. O outro grupo conte´m os infectados que podem
transmitir mais facilmente a doenc¸a e que podem adquirir imunidade a longo prazo. O
modelo tambe´m considera uma constante de taxa α de novos suscet´ıveis, na˜o originados
da regia˜o estudada. Com isso, observou-se que o sistema apresenta soluc¸a˜o estaciona´ria
endeˆmica e assintoticamente esta´vel e que a doenc¸a e´ erradicada quando α→ 0.
Aqui, propo˜e-se um modelo epidemiolo´gico do tipo SIR que considera a possibilidade
de infecc¸a˜o espontaˆnea de suscet´ıveis, usando EDO e ACP. Essa infecc¸a˜o espontaˆnea
corresponde aos casos importados da doenc¸a.
No pro´ximo cap´ıtulo, sa˜o apresentados o modelo em EDO e sua ana´lise via Teoria dos
Sistemas Dinaˆmicos, as regras de transic¸a˜o de estados do ACP equivalente, e as simulac¸o˜es
nume´ricas com as duas abordagens.
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Cap´ıtulo 3
O Modelo Proposto
3.1 O modelo em termos de EDO
A partir do modelo SIR proposto por Kermack e McKendrick (1927), diversas va-
riac¸o˜es foram formuladas com o intuito de analisar a propagac¸a˜o de doenc¸as contagiosas,
considerando particularidades da doenc¸a e/ou da populac¸a˜o hospedeira. Aqui, levam-se
em considerac¸a˜o as infecc¸o˜es na˜o locais, ou seja, os casos importados.
Seja o modelo descrito pelo seguinte sistema de treˆs equac¸o˜es diferenciais (esse modelo
sem considerar vacinac¸a˜o foi proposto e analisado por (FERRAZ; MONTEIRO, 2018)):

dS(t)
dt
= −aS(t) [I(t) + ] + hR(t) + cI(t)− vS(t)
dI(t)
dt
= aS(t) [I(t) + ]− bI(t)− cI(t)
dR(t)
dt
= bI(t)− hR(t) + vS(t)
(3.1.1)
Nesse sistema, S(t), I(t) e R(t) representam, respectivamente, as quantidades de sus-
cet´ıveis, infectados e recuperados no instante t. As constantes a, b, c, h, v e  sa˜o positivas.
Elas representam a interac¸a˜o do pato´geno com a populac¸a˜o hospedeira ou caracter´ısticas
dessa populac¸a˜o. Nesse modelo, a e´ a constante de taxa de infecc¸a˜o de indiv´ıduo sus-
cet´ıvel em raza˜o de contato com indiv´ıduo infectado vizinho; b e´ a constante de taxa de
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cura de infectado (note que, no modelo, cura confere imunidade total e permanente); c e´
a constante de taxa de morte de indiv´ıduo infectado causada pela doenc¸a; h e´ a constante
de taxa de morte por outras causas de indiv´ıduo recuperado, e v representa a constante
de taxa de vacinac¸a˜o. Aqui assume-se que as mortes de recuperados ou de infectados sa˜o
compensadas pelo nascimento de novos suscet´ıveis, de modo que o tamanho da populac¸a˜o
se mante´m constante e igual a N . De fato, como dS(t)/dt + dI(t)/dt + dR(t)/dt = 0,
enta˜o S(t) + I(t) +R(t) = N .
A constante  relaciona-se com a conversa˜o de suscet´ıvel em infectado, sem contato
direto com infectado da regia˜o investigada. Logo,  representa conta´gios alo´ctones, ou
seja, os casos importados, as infecc¸o˜es adquiridas em outras regio˜es.
A vacinac¸a˜o e´ uma das principais te´cnicas para controlar o espalhamento de doenc¸as
contagiosas. A modelagem do processo de vacinac¸a˜o e´ feita com a incorporac¸a˜o do
paraˆmetro v nas equac¸o˜es do sistema, representando uma parcela de indiv´ıduos que pas-
sam diretamente do estado suscet´ıvel para o estado recuperado (imune), sem passar pelo
estado infectado.
Como R(t) = N −S(t)− I(t), enta˜o o sistema de terceira ordem original (3.1.1) pode
ser reescrito como o seguinte sistema de segunda ordem:

dS(t)
dt
= f (S, I) = −aS(t) [I(t) + ] + h (N − S(t)− I(t)) + cI(t)− vS(t)
dI(t)
dt
= g (S, I) = aS(t) [I(t) + ]− bI(t)− cI(t)
(3.1.2)
Na pro´xima sec¸a˜o, determinam-se analiticamente a soluc¸a˜o estaciona´ria desse modelo
e sua estabilidade.
3.1.1 Soluc¸a˜o estaciona´ria e estabilidade
Soluc¸o˜es estaciona´rias, representadas por (S∗, I∗, R∗), sa˜o aquelas que anulam as de-
rivadas para S (t) e I(t) em (3.1.2), de modo que f (S∗, I∗) = 0 e g (S∗, I∗) = 0 (MON-
TEIRO, 2011). Observe que R∗ = N −S∗− I∗. Essas soluc¸o˜es correspondem a pontos de
equil´ıbrio (S∗, I∗, R∗) no espac¸o de estados do sistema (3.1.1). De g (S∗, I∗) = 0, tem-se
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que:
aS∗(I∗ + )− I∗(b+ c) = 0
aS∗(I∗ + ) = I∗(b+ c)
S∗ =
I∗(b+ c)
a(I∗ + )
(3.1.3)
Tomando dR/dt = 0 em (3.1.1), tem-se que:
bI∗ − hR∗ + vS∗ = 0 =⇒ hR∗ = bI∗ + vS∗
hR∗ = bI∗ + vN∗ − vR∗ − vI∗
R∗ (h+ v) = I∗ (b− v) + vN
R∗ =
I∗ (b− v) + vN
h+ v
(3.1.4)
Assim, as relac¸o˜es (3.1.3) e (3.1.4) expressam S∗ e R∗ em termos de I∗. Para que uma
fo´rmula para I∗ seja determinada, deve-se partir de S∗ + I∗ +R∗ = N . Assim:
(b+ c) I∗
a (I∗ + )
+ I∗ +
(b− v) I∗
h+ v
+
vN
h+ v
= N
(b+ c) I∗
a (I∗ + )
+ I∗ +
(b− v) I∗
h+ v
− hN
h+ v
= 0
(h+ v) (b+ c) I∗ + a (I∗ + ) I∗ (h+ v) + (b− v) I∗a (I∗ + )− ahN (I∗ + ) = 0
α (I∗)2 + βI∗ − γ = 0
sendo os coeficientes dessa equac¸a˜o do segundo grau dados por:
α = a(h+ v) + a(b− v) = a(b+ h) > 0 (3.1.5)
β = (h+ v)(b+ c) + a(h+ v) + (b− v)a− ahN (3.1.6)
γ = ahN > 0 (3.1.7)
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Resolvendo a equac¸a˜o do segundo grau e tomando sua soluc¸a˜o positiva, chega-se a:
I∗ =
−β +√β2 + 4αγ
2α
(3.1.8)
Portanto, a soluc¸a˜o estaciona´ria (S∗, I∗, R∗) do modelo em EDO e´ tal que:
S∗ =
I∗(b+ c)
a(I∗ + )
; I∗ =
−β +√β2 + 4αγ
2α
; R∗ =
I∗ (b− v) + vN
h+ v
(3.1.9)
Quando um sistema se encontra num ponto de equil´ıbrio, as varia´veis que o descrevem
assumem valores constantes. Ha´ um u´nico ponto de equil´ıbrio de (3.1.1) com coordenadas
positivas; ou seja, um u´nico ponto com significado biolo´gico. Esse ponto representa uma
soluc¸a˜o endeˆmica, pois I∗ > 0; ou seja, a infecc¸a˜o persiste na populac¸a˜o hospedeira.
A estabilidade de um ponto de equil´ıbrio reflete o comportamento de trajeto´rias que
partem de condic¸o˜es iniciais em sua vizinhanc¸a (MONTEIRO, 2011). Pontos insta´veis
repelem essas trajeto´rias; pontos assintoticamente esta´veis atraem. Tal estabilidade pode
ser assim determinada. Seja J a matriz jacobiana de (3.1.2), obtida linearizando esse
sistema de equac¸o˜es em torno do ponto de equil´ıbrio (S∗, I∗). Essa matriz e´ obtida da
seguinte forma:
J (S∗, I∗) =

∂f (S, I)
∂S
∂f (S, I)
∂I
∂g (S, I)
∂S
∂g (S, I)
∂I

(S∗,I∗)
=

−a (I∗ + )− (h+ v) −aS∗ − h+ c
a (I∗ + ) aS∗ − b− c

(3.1.10)
A partir dos sinais dos autovalores λ da matriz J , pode-se determinar a estabilidade
local do ponto de equilibrio (GUCKENHEIMER; HOLMES, 2013; MONTEIRO, 2011).
Os autovalores sa˜o determinados calculando det [J − λI] = 0, em que I e´ a matriz identi-
dade. Para esse modelo, os autovalores sa˜o as ra´ızes do polinoˆmio λ2−Tλ+∆ = 0, em que
T e´ o trac¸o da matriz jacobiana e ∆ o seu determinante. O ponto e´ localmente assinto-
ticamente esta´vel se T < 0 e ∆ > 0 (GUCKENHEIMER; HOLMES, 2013; MONTEIRO,
2011), pois isso garante que os dois autovalores tera˜o parte real negativa.
14
Para a matriz (3.1.10), tem-se que:
T = −a (I∗ + )− (h+ v) + aS∗ − b− c =
= −a (I∗ + )− (h+ v)− [(b+ c)− aS∗] (3.1.11)
Logo, conclui-se que T < 0, pois aS∗ =
(b+ c) I∗
(I∗ + )
< b+ c. Ja´ o determinante ∆ vale:
∆ = (−a (I∗ + )− (h+ v)) (aS∗ − b− c)− a (I∗ + ) (−aS∗ − h+ c)
= −a2S∗ (I∗ + ) + ab (I∗ + ) + ac (I∗ + )− (h+ v) aS∗ + (h+ v) (b+ c) +
+a2S∗ (I∗ + ) + ah (I∗ + )− ac (I∗ + )
= ab (I∗ + ) + ah (I∗ + ) + (h+ v) [(b+ c)− aS∗] (3.1.12)
Como ∆ > 0, a soluc¸a˜o estaciona´ria com significado biolo´gico e´ localmente assintoti-
camente esta´vel.
O modelo (3.1.1) para  = 0 e v = 0 ja´ foi analisado. De fato, o modelo para  = 0 e
v = 0 admite duas soluc¸o˜es estaciona´rias dadas por (SCHIMIT; MONTEIRO, 2012):
• (S∗1 , I∗1 ) = (N, 0) e´ uma soluc¸a˜o livre de doenc¸a, em que a populac¸a˜o e´ composta
unicamente por suscet´ıveis;
• (S∗2 , I∗2 ) =
(
N
R0
,
[
hN
b+ h
] [
1− 1
R0
])
e´ uma soluc¸a˜o estaciona´ria endeˆmica, com
R0 ≡ aN
b+ c
.
As estabilidades de (S∗1 , I
∗
1 ) e (S
∗
2 , I
∗
2 ) variam de acordo com o paraˆmetro R0 do se-
guinte modo (SCHIMIT; MONTEIRO, 2012):
• Para R0 < 1
(S
∗
1 , I
∗
1 ) e´ assintoticamente esta´vel;
(S∗2 , I
∗
2 ) e´ insta´vel.
• Para R0 > 1
(S
∗
1 , I
∗
1 ) e´ insta´vel;
(S∗2 , I
∗
2 ) e´ assintoticamente esta´vel.
15
Observe que, como (S∗1 , I
∗
1 ) e (S
∗
2 , I
∗
2 ) trocam de estabilidade em R0 = 1, enta˜o ocorre
uma bifurcac¸a˜o transcr´ıtica em R0 = 1 (GUCKENHEIMER; HOLMES, 2013; MON-
TEIRO, 2011).
No sistema (3.1.1), quando se assume  = 0 e v > 0, os pontos de equil´ıbrio sa˜o:
S∗3 =
hN
h+ v
; I∗3 = 0; R
∗
3 =
vN
h+ v
(3.1.13)
e:
S∗4 =
N
R0
; I∗4 =
N
R0
(
h+ v
b+ h
)
(r0 − 1) ; R∗4 =
bI∗4
h
+
vN
hR0
(3.1.14)
com:
r0 ≡ hR0
h+ v
=
ahN
(b+ c) (h+ v)
(3.1.15)
Observe que (3.1.13) representa uma soluc¸a˜o livre de doenc¸a e (3.1.14) uma soluc¸a˜o
estaciona´ria endeˆmica, que e´ assintoticamente esta´vel se r0 > 1. Note que r0 = R0 para
v = 0.
Ao inserir casos alo´ctones na populac¸a˜o, isto e´, para  > 0, ha´ uma diminuic¸a˜o na
quantidade de suscet´ıveis e um aumento na quantidade de infectados, quando se compara
com o caso  = 0. Por exemplo, de (3.1.3) e (3.1.14), verifica-se que:
S∗ =
(
I∗
I∗ + 
)
R0
N
=
(
I∗
I∗ + 
)
S∗4 < S
∗
4 (3.1.16)
E´ interessante estimar o acre´scimo no nu´mero de infectados para   1; ou seja,
quando os casos importados sa˜o raros. Usando a aproximac¸a˜o
√
1 + x ' 1 + x/2, va´lida
para x 1, obte´m-se a partir de (3.1.8) que:
I∗ − I∗4 ' I∗4 | 6=0 − I∗4 |=0 +

r0 − 1 (3.1.17)
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Essa expressa˜o generaliza aquela obtida no caso em que v = 0, dada por (FERRAZ;
MONTEIRO, 2018):
I∗ − I∗2 ' I∗2 |6=0 − I∗2 |=0 +

R0 − 1 (3.1.18)
A diferenc¸a dada pela relac¸a˜o (3.1.17) cresce em func¸a˜o do valor de  e quando r0
tende a 1. Logo, quanto mais r0 se aproxima de 1, mais relevante e´ a consequeˆncia dos
casos alo´ctones. Com isso, pode-se estimar qual o impacto das infecc¸o˜es na˜o locais sobre
a propagac¸a˜o de uma doenc¸a contagiosa numa certa populac¸a˜o. Deve-se salientar que r0
e´ o paraˆmetro do modelo para v > 0 e  = 0, ja´ R0 e´ o paraˆmetro do modelo para v = 0
e  = 0.
3.1.2 Simulac¸o˜es nume´ricas do modelo em termos de EDO
Aqui, apresentam-se simulac¸o˜es nume´ricas com valores hipote´ticos para os paraˆmetros,
com o objetivo de ilustrar os resultados anal´ıticos encontrados. As figuras mostram a
evoluc¸a˜o temporal das quantidades de suscet´ıveis, infectados e recuperados. O tamanho
da populac¸a˜o esta´ normalizado, ou seja, N = 1. Costuma-se normalizar os valores das
varia´veis quando sa˜o feitas comparac¸o˜es sobre a ocorreˆncia de doenc¸as em regio˜es cujo
tamanho da populac¸a˜o difere. Assim, S(t), I(t) e R(t) representam as porcentagens de
suscet´ıveis, infectados e recuperados no instante t. Os gra´ficos foram obtidos resolvendo-
se numericamente o sistema de equac¸o˜es diferenciais (3.1.1) pelo me´todo de integrac¸a˜o
nume´rica de Runge-Kutta de quarta ordem, com passo de integrac¸a˜o igual a 0,01. A cons-
tante  sofre variac¸a˜o em seu valor, para que se possa avaliar sua influeˆncia na prevaleˆncia
da doenc¸a contagiosa simulada.
Em todas as simulac¸o˜es, o eixo vertical dos gra´ficos mostra as porcentagens de in-
div´ıduos de cada grupo (suscet´ıvel, infectado ou recuperado) em func¸a˜o do tempo t indi-
cado no eixo horizontal. Observe que as curvas apresentam convergeˆncia para um estado
estaciona´rio endeˆmico. As condic¸o˜es iniciais e as constantes do modelo sa˜o apresentadas
na Tabela 3.1.
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Gra´fico S(0) I(0) R(0) a b c h v 
(a) 0,99 0,01 0 1,7 0,6 0,12 0,1 0,1 0,05
(b) 0,99 0,01 0 1,8 0,6 0,12 0,1 0,1 0,0125
(c) 0,99 0,01 0 1,8 0,6 0,12 0,1 0,1 0,016
(d) 0,99 0,01 0 1,7 0,6 0,12 0,1 0,1 0,076
Tabela 3.1: Valores das condic¸o˜es iniciais e das constantes usadas nas simulac¸o˜es
nume´ricas.
Figura 3.1: Evoluc¸o˜es temporais de S, I e R, considerando 99% de suscet´ıveis e 1% de
infectados no instante t = 0.
Observe que, a` medida que  cresce, a quantidade em regime estaciona´rio de suscet´ıveis
diminui e a quantidade de infectados aumenta, conforme mostra a Tabela 3.2.
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Gra´fico  S∗ I∗ R∗
(a) 0,005 0,351 0,042 0,605
(b) 0,012 0,302 0,058 0,639
(c) 0,016 0,286 0,065 0,648
(d) 0,076 0,187 0,115 0,696
Tabela 3.2: Quantidades de S, I e R em regime permanente.
Na pro´xima sec¸a˜o apresentam-se do modelo em termos de ACP, as simulac¸o˜es corres-
pondentes e comparac¸o˜es com as evoluc¸o˜es temporais obtidas das EDO.
3.2 O modelo em termos de ACP
Autoˆmatos celulares, por possibilitarem representar a dimensa˜o espacial de regio˜es
geogra´ficas com seus habitantes, teˆm sido aplicados na modelagem do espalhamento de
doenc¸as contagiosas (MONTEIRO, 2011). No nosso modelo, cada ce´lula do reticulado
bidimensional representa um indiv´ıduo e este, a cada passo de tempo, assume um en-
tre treˆs estados: suscet´ıvel, infectado ou recuperado, caracterizando, assim, um modelo
epidemiolo´gico do tipo SIR (ANDERSON; MAY, 1992; KERMACK; MCKENDRICK,
1927).
As regras do ACP do nosso modelo sa˜o:
• Um suscet´ıvel S torna-se recuperado R em func¸a˜o de uma probabilidade Pv de
vacinac¸a˜o;
• Um suscet´ıvel S torna-se infectado I em func¸a˜o de uma probabilidade P de infecc¸a˜o
em outra regia˜o;
• Um suscet´ıvel S vira infectado I em func¸a˜o de uma probabilidade de infecc¸a˜o Pi
devido ao contato com vizinho doente, calculada por (SCHIMIT; MONTEIRO,
2009):
Pi = 1− e−kv (3.2.1)
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sendo k um paraˆmetro positivo relacionado a` infecciosidade da doenc¸a e v o nu´mero
de vizinhos infectados desse suscet´ıvel. Aqui, considera-se vizinhanc¸a de Moore de
raio r = 1;
• Um infectado I se cura e torna-se recuperado R em func¸a˜o de uma probabilidade
Pc de cura;
• Um infectado I morre em func¸a˜o de uma probabilidade Pm de morte pela doenc¸a e
torna-se S (lembre que no lugar de cada indiv´ıduo que morre nasce um suscet´ıvel);
• Um recuperado R morre em func¸a˜o de uma probabilidade Po de morte por outras
causas, tornando-se S.
As probabilidades Pv, P, Pc, Pm e Po sa˜o constantes e seus valores podem ser alterados
dependendo do caso que se deseja avaliar. As regras sa˜o aplicadas na ordem listada acima.
Assim, para um suscet´ıvel, primeiro aplica-se a regra da vacina, depois a regra da infecc¸a˜o
na˜o local, e por fim a regra da infecc¸a˜o por contato com vizinho doente. Para um infectado,
primeiro aplica-se a regra de cura e depois a regra de morte. Para os recuperados, ha´
apenas a regra de morte. Essa sequeˆncia escolhida facilita a identificac¸a˜o dos valores dos
paraˆmetros do modelo em EDO, a fim de que ele seja equivalente ao modelo em ACP,
como mostrado a seguir.
A geografia do local e´ representada pelo reticulado, composta por uma matriz de n×n
ce´lulas, com condic¸o˜es de contorno perio´dicas, formando uma superf´ıcie toroidal.
Na pro´xima sec¸a˜o, apresentam-se as simulac¸o˜es em ACP, considerando a evoluc¸a˜o
temporal das quantidades normalizadas de S, I e R, e comparando as quantidades geradas
no modelo em ACP com o modelo em EDO.
3.2.1 Simulac¸o˜es do modelo em termos de ACP
Para que um modelo baseado em EDO seja equivalente a um modelo baseado em
ACP, e´ necessa´rio extrair valores nume´ricos das constantes de taxa a, b, c, h e , a partir
das simulac¸o˜es com o ACP que dependem das probabilidades Pv, P, Pi, Pc, Pm e Po.
No modelo em EDO, as constantes de taxa b, c, h, a e v correspondem, respecti-
vamente, a`s probabilidades Pc, (1− Pc)Pm, Po, (1 − Pv)P e Pv. A constante de taxa a
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depdende da probabilidade Pi e e´ estimada pela expressa˜o:
a ≈ ∆I(t)S→I
S(t)I(t)∆(t)
(3.2.2)
sendo ∆I(t)S→I/∆t o acre´scimo por passo de tempo de indiv´ıduos infectados em func¸a˜o
do processo de infecc¸a˜o por contato entre suscet´ıvel e vizinho doente. O valor nume´rico
para essa constante e´ obtido tomando-se as u´ltimas 20 iterac¸o˜es do sistema, quando este
ja´ esta´ em seu regime permanente.
Nas simulac¸o˜es aqui apresentadas, foi usado um reticulado composto por uma matriz
200×200, com vizinhanc¸a de Moore de raio r = 1, e condic¸a˜o inicial de 99% de indiv´ıduos
suscet´ıveis e 1% de indiv´ıduos infectados (a mesma condic¸a˜o inicial das simulac¸o˜es do
modelo em EDO).
Inicialmente, tomou-se k = 1, Pc = 60%, Pm = 30%, Po = 10%, P = 0 e Pv = 0. A
Figura 3.2 mostra a evoluc¸a˜o geogra´fica da doenc¸a, por 10 passos de tempo.
Nessas simulac¸o˜es, cada ponto cinza representa um indiv´ıduo suscet´ıvel, cada ponto
branco e´ um indiv´ıduo infectado e os indiv´ıduos recuperados sa˜o representados por pontos
pretos.
Na Figura 3.3, os pontos circulados em vermelho correspondem a`s converso˜es es-
pontaˆneas de suscet´ıvel em infectado. No modelo, essa conversa˜o equivale a uma infecc¸a˜o
na˜o local, um caso importado. Nessa figura, mostra-se uma evoluc¸a˜o com 6 passos de
tempo e P = 1%.
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Figura 3.2: Evoluc¸a˜o espac¸o-temporal das quantidades de S, I e R por 10 passos de tempo
e P = 0.
Figura 3.3: Evoluc¸a˜o espac¸o-temporal das quantidades de S, I e R por 6 passos de tempo
e P = 1%.
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Os gra´ficos a seguir apresentam as evoluc¸o˜es temporais das quantidades de S, I e R.
As probabilidades utilizadas na simulac¸a˜o, bem como as condic¸o˜es iniciais, sa˜o apresen-
tadas na Tabela 3.3.
Gra´fico S(0) I(0) R(0) Pc Pm Po Pv P
(a) 99% 1% 0% 60% 30% 10% 0% 0%
(b) 99% 1% 0% 60% 20% 10% 10% 1%
(c) 99% 1% 0% 60% 20% 10% 10% 3%
(d) 99% 1% 0% 60% 20% 10% 10% 5%
(e) 99% 1% 0% 60% 20% 10% 4% 7%
(f) 99% 1% 0% 60% 20% 10% 4% 10%
Tabela 3.3: Condic¸o˜es iniciais e probabilidades usadas nas simulac¸o˜es com ACP.
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Figura 3.4: Evoluc¸o˜es temporais das concentrac¸o˜es normalizadas de S, I, R.
Em todos os casos simulados, o sistema converge para um estado estaciona´rio endeˆmico.
Por exemplo, no gra´fico (a), sem vacinac¸a˜o e sem casos importados, tem-se R0 ≈ 2 > 1;
nos demais, Pv > 0 e P > 0.
Ao se compararem os gra´ficos (a) e (b), observa-se uma queda na quantidade de
infectados em regime permantente e um aumento na quantidade de recuperados, em raza˜o
da aplicac¸a˜o de vacina. Comparando-se os gra´ficos (b), (c) e (d), observa-se um aumento
na quantidade de infectados em regime permanente, apesar da aplicac¸a˜o de vacinac¸a˜o, em
raza˜o do aumento dos casos na˜o locais de infecc¸a˜o. Nos gra´ficos (e) e (f), ha´ uma queda
na probabilidade de vacinac¸a˜o, o que ocasiona um aumento na quantidade de infectados
em regime permanente. As quantidades de S, I e R em estado estaciona´rio, bem como
as quantidades de infecc¸o˜es locais e de infecc¸o˜es na˜o locais dos cena´rios simulados, esta˜o
sumarizadas na Tabela 3.4. Em todas as simulac¸o˜es, essas quantidades esta˜o normalizadas
(que sa˜o as quantidades absolutas divididas pelo nu´mero total de indiv´ıduos no reticulado,
que e´ 40000).
Gra´fico
(a) (b) (c) (d) (e) (f)
S∗ 0,256 0,264 0,238 0,220 0,201 0,187
I∗ 0,109 0,069 0,077 0,081 0,101 0,107
R∗ 0,634 0,066 0,684 0,698 0,697 0,704
Inf. Locais 0,109 0,046 0,048 0,048 0,0602 0,059
Inf. Na˜o Locais 0 0,022 0,028 0,031 0,041 0,047
Tabela 3.4: Resultados das simulac¸o˜es com ACP.
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O acre´scimo no nu´mero de infectados, em raza˜o das infecc¸o˜es na˜o locais, sa˜o estimados
pelas expresso˜es 3.1.17 e 3.1.18. A fim de validar essas expresso˜es, foram realizadas
simulac¸o˜es considerando Pc = 60%, Pm = 30% e Po = 10%. Inicialmente, considerou-
se P variando num cena´rio com Pv = 0 e, em seguida, P variando num cena´rio com
Pv = 10%, de acordo com a Tabela 3.5.
Pv = 0 Pv = 10%
P 0 1% 3% 5% P 0 1% 3% 5%
Inf. 0,106 0,109 0,111 0,113 Inf. 0,051 0,066 0,076 0,081
I∗ − I∗2 0 0,002 0,005 0,006 I∗ − I∗4 0 0,015 0,026 0,030
Tabela 3.5: Simulac¸o˜es do acre´scimo na quantidade de infectados, em regime permanente,
para Pv = 0 e Pv = 10%
O valor de  e´ estimado a partir de P, de fato, assumindo que a = (1− Pv)P,
tem-se que  = (1−Pv)P
a
. O valor dos paraˆmetros a, R0 e r0 foram retirados da simulac¸o˜es
realizadas com o ACP. Assim, os acre´scimos nas quantidades de infectados em regime
permanente, calculados de acordo com as expresso˜es 3.1.17 e 3.1.18 sa˜o:
Para P = 1% e Pv = 0:
I∗2 |6=0 − I∗2 |=0 +

R0 − 1 = 0, 107− 0, 106 + 0, 001 ' 0,002;
Para P = 3% e Pv = 0:
I∗2 |6=0 − I∗2 |=0 +

R0 − 1 = 0, 108− 0, 106 + 0, 003 ' 0,005;
Para P = 5% e Pv = 0:
I∗2 |6=0 − I∗2 |=0 +

R0 − 1 = 0, 108− 0, 106 + 0, 005 ' 0,007;
Para P = 1% e Pv = 10%:
I∗4 |6=0 − I∗4 |=0 +

r0 − 1 = 0, 061− 0, 051 + 0, 004 ' 0, 014;
Para P = 3% e Pv = 10%:
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I∗4 |6=0 − I∗4 |=0 +

r0 − 1 = 0, 059− 0, 051 + 0, 009 ' 0, 020;
Para P = 5% e Pv = 10%:
I∗4 |6=0 − I∗4 |=0 +

r0 − 1 = 0, 067− 0, 051 + 0, 017 ' 0, 033
Assim, pode-se inferir que as expresso˜es (3.1.17) e (3.1.18) apresentam boa apro-
ximac¸a˜o com os resultados das simulac¸o˜es apresentadas na Tabela 3.5.
Nas simulac¸o˜es seguintes, comparam-se os modelos em termos de ACP (esquerda) e
EDO (direita). Nessas simulac¸o˜es, vai se diminuindo o valor de k na expressa˜o (3.2.1),
a fim de se obter valores de R0 mais pro´ximos de 1 e, assim, avaliar a influeˆncia do
paraˆmetro  na propagac¸a˜o da doenc¸a. Lembre que quanto mais r0 esta´ pro´ximo de 1,
maior a contribuic¸a˜o dos casos importados, como mostra a expressa˜o (3.1.17).
As condic¸o˜es iniciais e os paraˆmetros do modelo em EDO sa˜o apresentados na Tabela
3.6:
Figura S(0) I(0) R(0) a b c h v P
3.5 99% 1% 0% 3,8 0,6 0,12 0,1 0 0,01
3.6 99% 1% 0% 2,02 0,6 0,12 0,1 0 0,01
3.7 99% 1% 0% 1,46 0,6 0,12 0,1 0 0,01
3.8 99% 1% 0% 0,63 0,6 0,12 0,1 0 0,01
3.9 99% 1% 0% 2,83 0,6 0,12 0,1 0,03 0,01
3.10 99% 1% 0% 1,97 0,6 0,12 0,1 0,03 0,01
3.11 99% 1% 0% 1,41 0,6 0,12 0,1 0,03 0,01
3.12 99% 1% 0% 0,63 0,6 0,12 0,1 0,03 0,01
3.13 99% 1% 0% 0,71 0,6 0,12 0,1 0 0
Tabela 3.6: Condic¸o˜es iniciais e paraˆmetros usados nas comparac¸o˜es entre EDO e ACP.
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Figura 3.5: Simulac¸o˜es para k = 1 e r0 = 4,06 com ACP (esquerda) e EDO (direita).
Figura 3.6: Simulac¸o˜es para k = 0,5 e r0 = 2,84 com ACP (esquerda) e EDO (direita).
Figura 3.7: Simulac¸o˜es para k = 0,3 e r0 = 2,04 com ACP (esquerda) e EDO (direita).
27
Figura 3.8: Simulac¸o˜es para k = 0,1, r0 = 0,89, com ACP (esquerda) e EDO (direita).
Figura 3.9: Simulac¸o˜es para k = 1, r0 = 3 com ACP (esquerda) e EDO (direita).
Figura 3.10: Simulac¸o˜es para k = 0,5, r0 = 2,09 com ACP (esquerda) e EDO (direita).
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Figura 3.11: Simulac¸o˜es para k = 0,3, r0 = 1,50 com ACP (esquerda) e EDO (direita).
Figura 3.12: Simulac¸o˜es para k = 0,1, r0 = 0,69 com ACP (esquerda) e EDO (direita).
Figura 3.13: Simulac¸o˜es para k = 0,15, r0 = 0,91 com ACP (esquerda) e EDO (direita).
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3.2.2 Resultados das comparac¸o˜es dos modelos em EDO e ACP
Ao observar os gra´ficos mostrados na subsec¸a˜o anterior, pode-se inferir que os resulta-
dos das simulac¸o˜es, tanto em ACP como em EDO, sa˜o similares. Observa-se que em todos
os casos em que P > 0, a doenc¸a se estabelece de forma croˆnica. Ja´, quando P = 0 e
R0 < 1, o sistema converge para uma soluc¸a˜o livre de doenc¸a, ou seja, a doenc¸a e´ natural-
mente eliminada da populac¸a˜o. A medida que R0 → 1, a quantidade total de indiv´ıduos
suscet´ıveis que se tornaram infectados em raza˜o dos casos importados aumenta, conforme
apresentado na Tabela 3.7.
Sem vacinac¸a˜o
k R0 P I
∗ Inf. locais Inf. na˜o locais
1 4,06 0,01 0,107 0,075 0,032
0,5 2,84 0,01 0,096 0,065 0,031
0,3 2,04 0,01 0,081 0,053 0,026
0,2 1,5 0,01 0,061 0,038 0,023
0,1 0,89 0,01 0,034 0,017 0,017
0,15 0,91 0 0 0 0
Com vacinac¸a˜o Pv = 3%
k r0 P I
∗ Inf. locais Inf. na˜o locais
1 3 0,01 0,094 0,066 0,028
0,5 2,09 0,01 0,078 0,051 0,028
0,3 1,5 0,01 0,055 0,035 0,020
0,1 0,69 0,010 0,020 0,008 0,012
Tabela 3.7: Quantidades de infecc¸o˜es locais e na˜o locais em func¸a˜o de R0 e r0.
Especificamente sobre a quantidade de infectados no fim das 100 iterac¸o˜es do sistema,
de acordo com a Tabela 3.7, e´ poss´ıvel observar que:
i) Para R0 = 4,06 (sem vacinac¸a˜o): o sistema apresenta um total de 4.310 indiv´ıduos
infectados, dos quais, 29% sa˜o infecc¸o˜es na˜o locais;
ii) Para R0 = 2,84 (sem vacinac¸a˜o): o sistema apresenta um total de 3.850 indiv´ıduos
infectados, dos quais, 32% sa˜o infecc¸o˜es na˜o locais;
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iii) Para R0 = 2,04 (sem vacinac¸a˜o): o sistema apresenta um total de 3.217 indiv´ıduos
infectados, dos quais, 34% sa˜o infecc¸o˜es na˜o locais;
iv) Para R0 = 1,50 (sem vacinac¸a˜o): o sistema apresenta um total de 2.442 indiv´ıduos
infectados, dos quais, 37% sa˜o infecc¸o˜es na˜o locais;
v) Para R0 = 0,89 (sem vacinac¸a˜o): o sistema apresenta um total de 1.399 indiv´ıduos
infectados, dos quais as infecc¸o˜es na˜o locais ultrapassam em 2% as infecc¸o˜es locais;
vi) Para r0 = 0,91 e P = 0 tem-se que na˜o ha´ casos importados e a doenc¸a tende a ser
naturalmente eliminada da populac¸a˜o;
vii) Para r0 = 3,00 (com vacinac¸a˜o): o sistema apresenta um total de 3.783 indiv´ıduos
infectados, dos quais, 29% sa˜o infecc¸o˜es na˜o locais;
viii) Para r0 = 2,09 (com vacinac¸a˜o): o sistema apresenta um total de 3.155 indiv´ıduos
infectados, dos quais, 36% sa˜o infecc¸o˜es na˜o locais;
ix) Para r0 = 1,50 (com vacinac¸a˜o): o sistema apresenta um total de 2.213 indiv´ıduos
infectados, dos quais, 38% sa˜o infecc¸o˜es na˜o locais;
x) Para r0 = 0,69 (com vacinac¸a˜o): o sistema apresenta um total de 813 indiv´ıduos
infectados, dos quais as infecc¸o˜es na˜o locais ultrapassam em 10% as infecc¸o˜es locais.
Da tabela 3.7, tambe´m e´ poss´ıvel observar que a` medida que R0 e r0 se aproximam
de 1, a raza˜o entre as infec¸o˜es na˜o locais e infecc¸o˜es locais aumenta, de fato:
Sem vacinac¸a˜o Com vacinac¸a˜o (Pv = 3%)
R0
Inf.
locais
Inf.
na˜o locais
Raza˜o
aproximada
r0
Inf.
locais
Inf.
na˜o locais
Raza˜o
aproximada
4,06 0,075 0,032 0,426 3 0,066 0,028 0,420
2,84 0,065 0,031 0,476 2,09 0,051 0,028 0,540
2,04 0,053 0,026 0,495 1,5 0,035 0,020 0,570
1,5 0,038 0,023 0,605
Tabela 3.8: Razo˜es aproximadas entre infecc¸o˜es na˜o locais e infecc¸o˜es locais.
Dado o aumento nas razo˜es apresentado na tabela 3.8, pode-se inferir que os casos
importados tornam-se mais relevantes a` medida que R0 e r0 se aproximam de 1.
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Cap´ıtulo 4
Concluso˜es
Neste trabalho, foi proposta uma variac¸a˜o do modelo epidemiolo´gico SIR, conside-
rando infecc¸o˜es na˜o locais (alo´ctones), para que se pudesse avaliar sua influeˆncia na pro-
pagac¸a˜o de uma infecc¸a˜o ja´ existente.
Foram descritas duas abordagens matama´ticas: o modelo desterminista escrito em
termos de EDO e o modelo probabilista escrito em termos do ACP. Ambos representam
como a doenc¸a se propaga na populac¸a˜o hospedeira.
Para que os modelos apresentem similaridades, e´ necessa´rio determinar o valor do
paraˆmetro a das EDO a partir das simulac¸o˜es com o ACP. Os outros paraˆmetros das EDO
sa˜o obtidos diretamente a partir da probabilidades do ACP. Verificou-se que os modelos
apresentaram boa concordaˆncia. Ainda, verificou-se que, quanto maior o valor de , maior
a quantidade de infectados em regime permanente, em que a doenc¸a se estabelece de forma
croˆnica. Essa persisteˆncia corresponde a` existeˆncia de uma u´nica soluc¸a˜o estaciona´ria do
modelo que e´ assintoticamente esta´vel.
Para  = 0, ha´ duas soluc¸o˜es estaciona´rias, uma livre de doenc¸a e outra endeˆmica.
Para R0 = 1, essas soluc¸o˜es trocam de estabilidade. Assim, para que a doenc¸a seja
naturalmente eliminada, se faz necessa´rio  = 0 e R0 < 1, pois assim, existe soluc¸a˜o
estaciona´ria livre de doenc¸a assintoticamente esta´vel. Observou-se tambe´m que, a` medida
que R0 se aproxima de 1, maior o impacto dos casos importados na propagac¸a˜o da doenc¸a.
Considerando 0 ≤   1, observou-se que o impacto dos casos importados na pre-
valeˆncia de uma doenc¸a contagiosa e´ dado pelas diferenc¸as I−I2 ' I∗2 |6=0−I∗2 |=0+

R0 − 1
32
e I − I4 ' I∗4 |6=0− I∗4 |=0 +

r0 − 1, em que R0 e´ o paraˆmetro do modelo sem vacina e sem
casos importados e r0 e´ o paraˆmetro do modelo com vacina e sem casos importados. Para
 > 0 na˜o ha´ R0 ou r0, uma vez que existe apenas soluc¸a˜o estaciona´ria endeˆmica.
Ha´ diversos relatos sobre o efeito de casos importados em infecc¸o˜es. Dois casos ocor-
ridos no Brasil: o aumento dso casos de zika em Pernambuco apo´s a Copa do Mundo de
2014 (SOUZA et al., 2018) e o aumento dos casos de febre amarela em Minas Gerais e Sa˜o
Paulo entre 2017 e 2018 (GOSSNER et al., 2018). Ale´m disso, o estado de Roraima vem
acolhendo imigrantes venezuelanos que, infelizmente na˜o foram vacinados antes de deixar
seu pa´ıs de origem e, com isso, os casos de sarampo teˆm aumentado (MILESI; COURY;
ROVERY, 2018). Portanto, com o intuito de evitar epidemias, e´ de suma importaˆncia
que os imigrantes sejam rapidamente vacinados. Igualmente importante e´ a vacinac¸a˜o de
viajantes que visitara˜o locais com incideˆncia de epidemias na˜o apenas para sua pro´pria
protec¸a˜o, mas, tambe´m, para a protec¸a˜o dos locais que visitara˜o e a protec¸a˜o de seus
locais de origem, ao retornarem.
Este trabalho possibilita seguir com novas ana´lises, tais como: avaliar as previso˜es
do modelo considerando dados realistas de transmissa˜o e controle de doenc¸as (sarampo
atualmente no Brasil, por exemplo) e considerando oscilac¸o˜es (perio´dicas) nos casos im-
portados (devido a maior ou menor turismo, por exemplo). Ainda, o modelo pode ser
refinado levando em conta redes complexas para modelar os contatos sociais no ACP, de
forma a estudar como os paraˆmetros da rede influenciam a propagac¸a˜o da doenc¸a.
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